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EXISTENCE DE POINTS FIXES ENLACÉS À UNE ORBITE
PÉRIODIQUE D'UN HOMÉOMORPHISME DU PLAN
CHRISTIAN BONATTI AND BORIS KOLEV
Résumé. Soit f un homéomorphisme du plan qui préserve l'orientation
et tel que f − Id soit une ontration. Sous es hypothèses, on établit
l'existene, pour toute orbite périodique O, d'un point xe ayant un
nombre d'enlaement non nul ave O.
1. Introdution
Un résultat lassique dû à Brouwer énone que tout homéomorphisme du
plan R
2
qui préserve l'orientation et possède une orbite périodique, possède
également un point xe. Dans le même ordre d'idées, on peut montrer [4, 6℄
qu'un tel homéomorphisme f possède un point xe lié à ette orbite pério-
dique, en e sens qu'il n'existe pas de ourbe de Jordan C, bordant un disque
D ontenant l'orbite périodique mais ne ontenant pas le point xe, et telle
que f(C) soit homotope à C dans le omplémentaire de l'orbite périodique et
du point xe. Une question posée par John Franks dans [1℄ demeure toujours
sans réponse :
Étant donné un homéomorphisme f : R2 → R2 préservant l'orientation,
existe-t-il pour toute orbite périodique de f un point xe ayant un nombre
d'enlaement non nul ave ette orbite périodique ?
On sait que la réponse à ette question est positive pour les orbites de
période 2 (voir [2℄) ou de période 3 [5℄. D'autre part, dans une prépubliation
réente, Franks [3℄ utilise la réponse armative à ette question omme étant
un théorème de Handel (sans référene) : on peut don supposer que ette
question est, soit résolue, soit en passe de l'être.
Nous montrons ii qu'un raisonnement très simple et très rapide permet de
répondre par l'armative à la question de Franks pour les orbites de toutes
les périodes des homéomorphismes f de R2 pour lesquels f − Id vérie un
ondition de Lipshitz. Plus préisément :
Théorème 1.1. Soit f : R2 → R2 un homéomorphisme qui préserve l'orien-
tation et tel que f − Id soit lipshitzienne de rapport k ∈ [0, 1]. Alors, pour
toute orbite périodique O =
{
x, f(x), . . . , fn−1(x)
}
de f , il existe un point
xe de f , x0, ayant un nombre d'enlaement non nul ave O.
Outre l'intérêt du résultat, la simpliité de la preuve met en valeur l'avan-
tage qu'il y a à tester sur ette lasse (pas trop petite) d'homéomorphismes,
les onjetures onernant les homéomorphismes des surfaes.
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2. Nombre d'enlaement d'un point fixe et d'une orbite
périodique
Soit f : R2 → R2 un homéomorphisme. On note Fix(f) l'ensemble de ses
points xes. Un point x ∈ R2 est périodique de période n si fn(x) = x mais
fk(x) 6= x pour k ∈ {1, 2, . . . , n− 1}. On note
O(n, f) =
{
x, f(x), . . . , fn−1(x)
}
l'orbite de x sous f .
Soit x0 ∈ Fix(f), x un point périodique de période n et c un ar joignant
x et f(x) dans R2 \Fix(f), on note γc la ourbe fermée obtenue en joignant
bout à bout les ars, c, f(c), . . . , fn−1(c).
On note ω(x0, γc) le nombre d'enroulement de γc autour de x0 'est à dire
le nombre d'intersetion algébrique d'une demi-droite générique issue de x0
ave γc (e nombre est souvent appelé indie de x0 par rapport à γc).
Lemme 2.1. Soient c et c′ deux ars quelonques joignant x et f(x) dans
R
2 \ {x0}. Si f préserve l'orientation, alors ω(x0, γc)− ω(x0, γc′) ∈ nZ.
Démonstration. On a
ω(x0, γ
′
c) = ω(x0, γc) +
n−1∑
k=o
ω(x0, f
k(c−1c′)).
Or si f préserve l'orientation
ω(x0, f
k(c−1c′)) = ω(x0, c
−1c′),
d'où ω(x0, γc)− ω(x0, γc′) = nω(x0, c
−1c′). 
On peut montrer également que la valeur de ω(x0, γc) (mod n) ne dépend
pas du hoix du point x de O hoisi pour le onstruire.
Dénition 2.2. Ave les notations i-dessus, on note Lk(x0,O) l'unique en-
tier l ∈ {0, 1, . . . , n− 1} tel que ω(x0, γc)− l ∈ nZ pour un hoix quelonque
de c et on l'appelle le nombre d'enlaement (ou linking number) du point
xe x0 ave l'orbite périodique O.
Remarque 2.3. L'appellation  nombre d'enlaement  est justiée par la
remarque suivante : Lk(x0,O) est aussi le nombre d'enlaement des deux
orbites fermées Cx0 et Cx du hamp de veteurs anonique induit dans la
suspension Tf de f .
Exemple 2.4. Le point xe de la rotation d'angle 2kpi/nk ∈ {0, . . . , n− 1} a
pour nombre d'enlaement k ave l'une quelonque de ses orbites périodiques.
3. Quelques propriétés élémentaires d'un homéomorphisme f du
plan, tel que f − Id vérifie une ondition de Lipshitz
Soit g : R2 → R2 une appliation ontinue. Si l'ensemble{
k ∈ [0,∞[;∀x, y ∈ R2 : ‖g(x) − g(y)‖ ≤ k ‖x− y‖
}
est non vide, on note Lip(g) sa borne inférieure. Sinon, on pose Lip(g) = +∞.
Soient x et y deux points de R2, on note [x, y] le segment de droite joignant
x et y.
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Lemme 3.1. Soit f : R2 → R2 un homéomorphisme tel que Lip(f − Id) ≤ 1
et x ∈ R2 \ Fix(f). Alors Fix(f) ∩ [x, f(x)] = ∅.
Démonstration. Par l'absurde, supposons qu'il existe y ∈ Fix(f)∩ [x, f(x)[.
On a alors :
‖f(x)− x‖ = ‖(f(x)− x)− (f(y)− y)‖ ≤ Lip(f−Id) ‖x− y‖ < ‖f(x)− x‖ .
D'autre part f(x) ∈ R2 \ Fix(f) ar f est injetive, e qui onlut. 
Lemme 3.2. Soit f : R2 → R2 un homéomorphisme tel que Lip(f − Id) ≤
1 et x ∈ R2 \ Fix(f). Alors, f([x, f(x)]) et [f(x), f2(x)] sont homotopes
relativement à f(x), f2(x) dans R2 \ Fix(f).
Démonstration. Soit F : [0, 1]2 → R2 dénie par :
F (s, t) = (1− t)((1− s)x+ sf(x)) + tf((1− s)x+ sf(x)).
L'image de F est la réunion des segments de droite [y, f(y)](y ∈ [x, f(x)]).
D'après le Lemme 3.1 y ∈ [x, f(x)] n'est pas un point xe de f , don
[y, f(y)] ⊂ R2 \ Fix(f). D'où imF ⊂ R2 \ Fix(f). D'autre part, F (s, 0) =
F (0, s) = (1− s)x+ sf(x). On obtient don une appliation du disque :
D = [0, 1]2/(s, 0) ∼ (0, s)− R2 \ Fix(f)
telle que F (∂D) = [f(x), f2(x)]∪f([x, f(x)]). On a ainsi réalisé l'homotopie.

Soient a, b deux veteurs de R2. On note (a, b) ∈ [0, pi] l'angle non orienté
des veteurs a et b.
Lemme 3.3. Soit f : R2 → R2 un homéomorphisme tel que Lip(f − Id) ≤ 1
et x ∈ R2 \ Fix(f). Alors pour tout y ∈ [x, f(x)] :
(f(x)− x, f(y)− y) < pi/2.
Démonstration. On a :
‖(f(x)− x)− (f(y)− y)‖ ≤ Lip(f − Id) ‖x− y‖ ≤ ‖f(x)− x‖ ,
et par suite : cos(f(x) − x, f(y) − y) ≥ 0. Si l'angle est pi/2, ela implique
y = f(y) e qui est impossible en vertu du Lemme 3.1. 
4. Démonstration du théorème
Soit O =
{
x, f(x), . . . , fn−1(x)
}
l'orbite d'un point périodique de période
n d'un homéomorphisme de R2 qui préserve l'orientation et tel que Lip(f −
Id) ≤ 1. Soit Γ la ourbe polygonale obtenue en joignant bout à bout les
segments [x, f(x)], [f(x), f2(x)], . . . , [fn−1(x), x] (voir Figure 1) et soit c =
[x, f(x)].
Lemme 4.1. Ave les notations i-dessus, on a :
(1) Γ ⊂ R2 \ Fix(f),
(2) Pour tout x0 ∈ Fix(f), ω(x0, γc) = ω(x0,Γ) ∈ {−(n− 1), . . . , n− 1}.
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Fig. 1.
Démonstration. L'assertion (1) résulte du Lemme 3.1. En raisonnant par ré-
urrene et en utilisant le Lemme 3.2, on établit que Γ est homotope à γc
dans R
2 \ Fix(f), d'où l'égalité ω(x0, γc) = ω(x0,Γ). Par ailleurs, le nombre
d'enroulement de Γ par rapport à x0 est aussi le nombre algébrique de roi-
sements d'une demi-droite issue de x0 ave Γ. Ce nombre est don néessai-
rement inférieur à n− 1 en valeur absolue. 
Soient C1, C2, . . . , Cr les omposantes onnexes bornées de R
2 \Γ (remar-
quer qu'il en existe au moins une, sinon Γ serait réduit à un segment de droite
e qui est exlu en vertu du Lemme 3.3) et C∞ la omposante onnexe non
bornée. Si C ∈ {C1, C2 . . . s, Cr} on dénit l'indie de C en posant :
Ind(f,C) =
1
2pi
∫
∂C
dϕ,
où ϕ désigne une détermination ontinue de l'angle du veteur f(x)−x ave
une diretion xe et où ∂C est le bord orienté de C. Dans haque omposante
d'indie non nul il existe au moins un point xe de f . Soient S0, . . . , Sm−1 les
sommets de ∂C et a0, . . . , am−1 ses arrêtes munies de l'orientation induite
par elle de Γ. En un sommet Si, il y a deux ongurations possibles quant
à l'orientation des arêtes adjaentes à Si : ou bien es deux arrêtes ont des
orientations ompatibles, ou bien il y a un hangement d'orientation (voir
Figure 2).
Le nombre total de hangement d'orientation sur ∂C est un nombre pair
que l'on notera 2p.
Lemme 4.2. Ave les notations i-dessus, on a : Ind(f,C) = 1− p.
Démonstration. On a :∫
∂C
dϕ =
m−1∑
i=0
∫
ai
dϕ =
m−1∑
i=0
(ϕ1i − ϕ
0
i ),
où ϕ0i et ϕ
1
i sont les valeurs respetives en Si et Si+1 (i ∈ Z/mZ) d'une
détermination ontinue ϕi de l'angle f(y) − y (y ∈ ai) ave la tangente
orientée à ai. Il résulte alors du Lemme 3.3 que ϕ
1
i −ϕ
0
i ∈ [−pi, pi] (autrement
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Fig. 2.
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dit le veteur f(y)− y ne dérit pas de tour omplet lorsque y parourt ai).
En désignant alors par βi ∈ [0, pi] l'angle intérieur à C en Si, on a (voir
Figure 3) :
ϕ1i−1 − ϕ
0
i = pi − βi, s'il n y a pas de hangement d'orientation en Si,
ϕ1i−1 − ϕ
0
i = −βi, s'il y a un hangement d'orientation en Si.
Par suite :
Ind(f,C) =
1
2pi
[
m−1∑
i=0
(ϕ1i − ϕ
0
i )
]
=
1
2pi
[
m−1∑
i=0
(ϕ1i−1 − ϕ
0
i )
]
=
1
2pi
[
m−1∑
i=0
(pi − βi)− 2ppi
]
= 1− p.

Nous pouvons maintenant établir le théorème. Le nombre d'enroulement
ω(x,Γ) d'un point x ∈ R2\Γ ne dépendant que de la omposante C à laquelle
il appartient, on notera ω(C,Γ) ette valeur ommune. Il nous reste don à
établir l'existene d'une omposante Ci de R
2 \ Γ telle que :
(1) Ind(f,Ci) > 0 et (2) ω(Ci,Γ) 6= 0.
Lemme 4.3. Soit p ∈ {1, . . . , r} tel que : |ω(Cp,Γ)| = supi |ω(Ci,Γ)|. Alors
Ind(f,Ci) > 0.
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Démonstration. Remarquons d'abord que ω(C∞,Γ) = 0 et que ω(Ci,Γ) 6= 0
pour toute omposante Ci adjaente à C∞. Il existe don bien p ∈ {1, . . . , r}
tel que :
|ω(Cp,Γ)| = sup
i
|ω(Ci,Γ)| > 0.
Par l'absurde, supposons que Ind(f,Cp) ≤ 0. D'après le Lemme 4.2, il existe
alors au moins un hangement d'orientation en un des sommets Sk de ∂Cp.
Alors l'une des omposantes Cl adjaente à Cp en Sk vérie ω(Cl,Γ) <
ω(Cp,Γ) et l'autre Cm vérie ω(Cm,Γ) > ω(Cp,Γ) (voir Figure 4). En eet,
les valeurs de ω(Cl,Γ) et ω(Cm,Γ) ne dépendent que de l'orientation ave
laquelle on franhit Γ pour passer de Cp à Cl et Cm. Il existe don q ∈ {l,m}
(q 6= p,∞) tel que :
|ω(Cq,Γ)| > |ω(Cp,Γ)| > 0
e qui ontredit l'hypothèse faite sur p. 
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